O Modelo de Regressao Linear
em Forma Matricial

ste apéndice deriva vdrios resultados da estimacio do modelo de regressdo linear miiltipla usan-
do notag@o matricial e dlgebra de matrizes (veja um resumo no Apéndice D). O material apre-
sentado aqui € muito mais avangado do que aparece no texto deste livro.

E.l O MODELO E A ESTIMACAO DE MINIMOS QUADRADOS ORDINARIOS

Em todo este Apéndice, usamos o subscrito ¢ para indexar observagdes € n para representar o tamanho
da amostra. E util escrevermos o modelo de regressdo linear miiltipla com k pardmetros, como segue:

V.= Bl + Bzxtz = ﬁ3x,3 + ...+ ,katk = Uy, t= 1, 2, oo (15 (E-l)

onde y; € a varidvel dependente para a observagio ¢, € x;;, j = 2, 3, ..., k s30 as varidveis independentes.
Observe como nossa conven¢ao notacional neste apéndice difere do texto do livro: chamamos o inter-
cepto de 3, e fazemos B, ..., B, representar os parametros de inclinacdo. Essa terminologia ndo €
importante, mas simplifica a notacdo do método matricial na regressdo multipla.

Para cada ¢, defina um vetor 1 X k, x, = (1, X, ..., X) € seja 8 = (B4, Ba, ..., Br)’ 0 vetor k X 1 de
todos os parametros. Entdo, podemos escrever (E.1) como

v=xB tu,t=12,..,n (E.2)

[Alguns autores preferem definir x, como um vetor coluna, caso em que x, € substituido por x; em
(E.2). Matematicamente, faz mais sentido defini-lo como um vetor linha]. Podemos escrever (E.2) em
notacdo matricial completa, definindo apropriadamente os dados dos vetores e matrizes. Seja y o vetor
n X 1 das observacdes de y: o £™ elemento de y € y,. Seja X o vetor n X k das observagdes das varid-
veis explicativas. Em outras palavras, a ™ linha de X consistird do vetor x,. De forma equivalente, o

(, )y ™ elemento de X é simplesmente X7t

X Iox,  xg, X1k

X = X, |1 xy Xy Xok
nXk ]

xn an ‘xn3 ‘xnk
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Finalmente, seja u o vetor n X 1 dos distirbios ndo observados. Entdo, podemos escrever (E.2)
de todas as n observagdes em notacio matricial:

y=XB + u (E.3)

Lembre-se,como X én X ke BEk X 1, XB serdn X 1.

A estimacdo de 8 prossegue minimizando a soma dos residuos quadrados, como na Seg¢do 3.2.
Defina a fungéo da soma dos residuos quadrados para qualquer possivel vetor de pardmetros b k X 1
como

SQR®) = 3 (v, — xb)*
=1

O vetor k X 1 das estimativas de minimos quadrados ordindrios, ﬁ = (B, Bas ---» B, minimiza SQR(b)
de todos os possiveis vetores b k X 1. Isso € um problema no calculo multivariado. Para que 8 mini-
mize a soma dos residuos quadrados, ele deve satisfazer a condicio de primeira ordem

dSQR(B)/ob = 0. (E.4)

Usando o fato que a derivada de (y, — x,b)* em relagdo a b é o vetor 1 X k —2(y, — x,b)x,, (E4) é
equivalente a

A

Ext,(yt X ﬁ) =0. (ES)
=1
(Dividimos por —2 e tomamos a transposta.) Podemos escrever essa condi¢do de primeira ordem como

21 O =B = Boxp = . = Brxw) =0

=

21 X2V = Bi = BoXp — . — Bexw) = 0

-

2 Xa(Vr — By — BoXp = . — Bixw) = 0,

=1

que, exceto pela nova convengao notacional, € idéntica as condi¢des de primeira ordem da equacido
(3.13). Queremos escrevé-las na forma matricial para torna-las mais uteis. Usando a férmula da mul-
tiplicagdo particionada do Apéndice D, vemos que (E.5) € equivalente a

X'y —XB)=0 (E.6)

ou



110  Introducdo a Econometria — Editora Thomson

X'X)B = X'y. (E.7)

E possivel mostrar que (E.7) sempre tem pelo menos uma solucio. Solucdes miiltiplas ndo nos ajudam,
j4 que estamos querendo um conjunto Unico de estimativas MQO, dado nosso conjunto de dados.
Assumindo que a matriz simétrica k X k X'X € ndo singular, podemos premultiplicar ambos os lados
de (E.7) por (X’X)_1 para encontrar o estimador MQO ﬁ:

B=XX)"'XY. (E.8)

Essa € a formula bésica para a andlise matricial do modelo de regressdo linear miltipla. A hipétese de
que X'X € inversivel € equivalente a hipétese de que posto(X) = k, o que significa que as colunas de X
devem ser linearmente independentes. Essa € a versdo matricial do RLM.4 do Capitulo 3.

Antes de continuar, precisamos fazer um alerta sobre (E.S8). E tentador simplificar a férmula de ﬁ
como segue:

ﬁ — (X/X)*l X/y — X*I(X;)flxry — X*ly.

A falha desse raciocinio € que em geral X nio € uma matriz quadrada e, portanto, ela ndo podera ser
invertida. Em outras palavras, ndo podemos escrever (X’X)fl = Xﬁl(X’)fl a menos que n = k, um
caso que na prdtica virtualmente nunca aparece.

Os vetores n X 1 dos valores ajustados dos MQO e os residuos sdo dados por

y=Xpi=y-j =y-Xp
A partir de (E.6) e da defini¢do de @, podemos ver que a condi¢do de primeira ordem de B & 0 mesmo que

X'i = 0. (E.9)

Como a primeira coluna de X consiste inteiramente de unidades, (E.9) implica que os residuos MQO
sempre somardo zero quando um intercepto for incluido na equacdo e que a covariancia amostral entre
cada varidvel independente e os residuos MQO serd zero. (Examinamos essas duas propriedades no
Capitulo 3.)

A soma dos residuos quadrados pode ser escrita como

SQR = 2 w,=i'i = (y — XB)' (v — XP). (E.10)
t=1

Todas as propriedades algébricas do Capitulo 3 podem ser derivadas usando adlgebra matricial. Por
exemplo, podemos mostrar que a soma dos quadrados total € igual a2 soma dos quadrados explicada
mais a soma dos residuos quadrados [veja (3.27)]. O uso de matrizes ndo oferece uma prova mais sim-
ples que a notacdo somatéria, de modo que néo apresentamos outra derivacao.

O método matricial da regressdo multipla pode ser usado como a base para uma interpretagdo geo-
métrica da regressdo. Isso envolve conceitos matematicos ainda mais avangados dos que os abordados
no Apéndice D [Veja Goldberger (1991) ou Greene (1997)].
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E.2 PROPRIEDADES DE AMOSTRA FINITA DO MQO

A derivagdo do valor esperado e da varidncia do estimador MQO ﬁ ¢ facilitada pela 4lgebra matricial,
mas devemos ter algum cuidado na apresentacio das hipéteses.

HIPOTESE E.1 (LINEARNOSPARAMETROS)
0 modelo podera ser escrito como em (E.3), quando y for um vetor observado n X 1, X for uma matriz obser-
vada n X k, e u for um vetor n X 1 de erros ou distlrbios ndo observados.

HIPOTESE E.2 (MEDIACONDICIONAL ZERO)
Condicional em relacdo a totalidade da matriz X, cada erro u, terd média zero: E(u,|X) = 0,t = 1, 2, ..., n.
Na forma vetorial,

E[X) = 0. (E.11)

Essa hipétese € sugerida por RLM.3 sob a hip6tese de amostragem aleatéria, RLM.2. Em aplicagdes
de séries temporais, a hipétese E.2 impde exogeneidade estrita nas varidveis explicativas, algo que
explicamos em profundidade no Capitulo 10. Ela exclui varidveis explicativas cujos valores futuros
sejam correlacionados com u,; em particular, ela elimina varidveis dependentes defasadas. Sob a hip6-
tese E.2, podemos condicionar a x,; quando calculamos o valor esperado de ﬁ

HIPOTESE E.3 (INEXISTENCIA DE COLINEARIDADE PERFEITA)
A matriz X tem posto k.

Essa é uma declaracéo cuidadosa da hipétese que elimina dependéncias lineares entre as variaveis
explicativas. Sob a Hipétese E.3, X'X € nio singular e, assim, 8 serd tnica e podera ser escrita como
em (E.8).

TEOREMA E.1 (INEXISTENCIA DE VIES DO MQO)
Sob as Hipoteses E.1, E.2 e E.3, 0 estimador MQO f sera ndo-viesado para B.

PROVA: Use as Hipoteses E.1 e E.3 e lgebra simples para escrever

B=XX)"Xy=XX"'XXB+u

B - B (E.12)
= X'X) 'X'X)B+ X'X) ' Xu=8+XX)""Xu,

(Continua...)
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(... continuagdo)

onde usamos o fato de que (X’X)J(X’X) = l.. Tomando a expectativa condicional em relacdo a X, teremos

E@IX) =B + (X'X) 'X'E@|X)

=B +(X'X) 'X'0 =8,

porque E(u|X) = 0 sob a Hipotese E.2. Esse argumento claramente ndo depende do valor de B, de modo
que mostramos que B8 é ndo-viesado.

Para obter a forma mais simples da matriz de varidncias-covariancias de f3, impomos as hipéteses
de homoscedasticidade e correlagdo ndo-serial.

HIPOTESE E. 4 (HOMOSCEDASTICIDADE E AUSENCIA DE CORRELAGAO SERIAL)
(i) Var(u,| X) = o t=1,2,...n Cov(u,,us|X) = 0, para todo t # s. Em forma matricial, podemos escre-
ver essas duas hipdteses como

Var(u|X) = ¢’1,,, (E.13)
onde |, é a matriz identidade n X n.

A Parte (i) da Hipétese E.4 € a hipotese de homoscedasticidade: a variancia de «, ndo pode depen-
der de qualquer elemento de X, e a varidncia deve ser constante ao longo das observacdes, f. A Parte
(i) € a hipétese de correlacido ndo-serial: os erros ndo podem ser correlacionados ao longo das obser-
vagdes. Sob amostragem aleatdria e em qualquer outro esquema de amostragem de corte transversal
com observacdes independentes, a parte (ii) da Hipdtese E.4 € mantida automaticamente. Em aplica-
¢des de séries temporais, a parte(ii) elimina a correlagdo nos erros ao longo do tempo (tanto condicio-
nal em relagdo a X como incondicionalmente).

Por causa de (E.13), freqiientemente dizemos que u tem matriz de variancias-covariancias
escalar quando a hipétese E.4 for vdlida. Agora podemos derivar a matriz de variancias-covarian-
cias do estimador MQO.

TEOREMA E.2 (MATRIZDE VARIANCIA-COVARIANCIA DO ESTIMADOR MQO)
Sob as Hipdteses E.1 a E.4,

Var(B|X) =a*(X'X) . (E.14)

PROVA: Da ultima férmula na equacdo (E.12), temos

(Continua...)



Wooldridge Apéndice E 0 Modelo de Regressdo Linear em Forma Matricial 113

(... continuagdo)
Var(B|X) = Var[(X'X) 'X'u|X] = (X'X) ' X'[Var(u|X)[X(X'X) .
Agora, usamos a Hipdtese E.4 para obter

Var(B|X) = (X'X) ' X'(@”1)X(X'X) |
= 2X'X) X'XX'X) ' =AX'X) .

A férmula (E.14) significa que a variancia de ,éj (condicional em relag@o a X) € obtida pela multipli-
cacio de o pelo j ™ elemento de (X'X) . Para os coeficientes de inclinagdo, demos uma férmula
interpretdvel na equagdo (3.51). A equagdo (E.14) também nos informa como obter a covariincia entre
quaisquer duas estimativas MQO: multiplicar o pelo elemento fora da diagonal apropriado de
(X'X)™". No Capitulo 4, mostramos como evitar explicitamente, encontrar covaridncias para obter
intervalos de confianga e testes de hipéteses pela reformulacéo apropriada do modelo.

O Teorema de Gauss-Markov, em sua generalidade total, pode ser provado.

TEOREMA E .3 (TEOREMA DE GAUSS-MARKOV)
Sob as hipdteses E.1 a E.4, B é o melhor estimador linear ndo-viesado.
PROVA: Qualquer outro estimador linear de B pode ser escrito como

B=Ay, (E.15)

onde A é uma matriz n X k. Para que B seja ndo-viesado condicional em X, A pode consistir de niimeros e
funcdes ndo aleatdrias de X. (Por exemplo, A ndo podera ser uma fungéo de (y). Para verificar que outras
restricdes sobre A sdo necessarias, escreva

B=AXB+u =AXB+Au (E.16)

Entdo,
EB|X) = A’XB + E(A'u|X)
= A'’XB + A’Eu|X), pois A € uma fungio de X
= A'XB, pois E|X) = 0.

Para que BB seja um estimador ndo-viesado de 8, dever ser verdade que E(8|X) = B para todos s vetores
kX 1B, istoé,

A'XB = B para todos os vetores k X 1 B. (E.127)

(Continua...)
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(... continuagdo)

Como A’X é uma matriz k X k, (E.17) serd valida se, e somente se, A’X = I,. As equacdes (E.15) e (E.17)
caracterizam a classe de estimadores lineares, ndo-viesados de B.
Em sequida, a partir de (E.16), temos

Var(B|X) = A'[Varu|X)]A = o°A'A,
pela Hipotese E.4. Portanto,

Var(B|X) — Var(B|X) = [0°A’A — (X'X) ']
= ’[A'A — A’X(X'X) 'X'A], pois A’X = I,
= AL, — X(X'X) 'X'1A
= 0’A'MA,
ondeM =1, — X(X'X)"'X’. Como M é simétrica e idempotente, A’MA ¢ positiva definida para qualquer
matriz A n X k. Isso estabelece que o estimador MQO B é o melhor estimador linear ndo-viesado. O quanto

ele é significante? Seja ¢ qualquer vetor k X 1 e considere a combinagdo linear ¢’ = ¢;81 + ¢;8; + ...
+ ¢, B que é um escalar. Os estimadores ndo-viesados de ¢’ sdo ¢'B e ¢'B. Entretanto,

Var(c'B|X) — Var(c'B|X) = ¢'[Var(B|X) — Var(B|X)lc = 0,
pois [Var(B|X) — Var(B|X)] é p.s.d. Portanto, quando usado para estimar qualquer combinacio de B, os

MQO produzem a menor variancia. Particularmente, Var(,éj|X) = Var(B,|X) para qualquer outro estimador
linear, ndo-viesado de 3.

. - . A . 2 .

O estimador ndo-viesado da variancia do erro o~ pode ser escrito como
AD _ ApA
o =u'ul(ln — k),

onde neste apéndice denominamos as varidveis explicativas de forma que ha um total de k parametros,
incluindo o intercepto.

TEOREMA E.4 (INEXISTENCIA DE VIES EM &2
Sob as hipéteses E.1 a E.4, & é ndo-viesado para o: E(6*|X) = o para todo o > 0.

PROVA: Escreva i = y — X8 = y — X(X'X)”'X’y = My = Mu, onde M = I, — X(X'X)_'X’, e a ulti-
ma igualdade segue-se automaticamente, pois MX = 0. Como M é simétrica e idempotente,

't = u'M'Mu = u'Mu.
Como u'Mu é uma escalar, ele é igual a seu trago. Portanto,

(Continua...)
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(... continuagdo)
E('Mu|X) = E[tr(u’'Mu)|X] = E[tr(Muu")|X]
= tr[E(Muu'|X] = tr[ME(uu'|X)]
= tr(Mo”’L,) = o’tr(M) = o”(n — k).

A dltima igualdade resulta de tr(M) = tr(l,) — t[X(X'X)” X'] = n — t[(X'X) ' X'X] = n — tr(l) = n —
k. Portanto,

E(o?|X) = E@'Mu|X)/(n — k) = o”.

E.3 INFERENCIA ESTATISTICA

Quando adicionamos a hipétese final do modelo linear cléssico, B terd uma distribuicdo normal mul-
tivariada, que leva as distribuicdes ¢ e F para os testes estatisticos padrdes tratados no Capitulo 4.

HIPOTESE E.5 (NORMALIDADE DOS ERROS)

Condicional em relacdo a X, os u, serdo independente e identicamente distribuidos como Normal(0,0%). De
forma equivalente, u dado X terd distribuicdo normal multivariada com média zero e matriz de variancias-
covariancias o’l,; u ~ Normal(0,0°1,).

Sob a hipétese E.5, cada u, serd independente das varidveis explicativas para todas as . Em um
cendrio de séries temporais, essa € basicamente a hipétese de exogeneidade estrita.

TEOREMA E.5 (NORMALIDADE DE f3)
Sob as hipoteses E.1 a E.5 do modelo linear classico, B condicional em relagdo a X tera distribuicdo normal
multivariada com média B e matriz de varidncias-covariancias a2 (X'X)

O teorema E.5 € a base da inferéncia estatistica envolvendo 3. De fato, com as propriedades das
distribuigdes ¢, F e qui-quadrado que resumimos no Apéndice D, podemos usar o Teorema E.5
para estabelecer que as estatisticas ¢ tém uma distribuic@o ¢ sob as Hipdteses E.1 a E.5 (sob as
hipéteses nulas) e igualmente para as estatisticas F. [lustramos a questdo com uma prova para a
estatistica .
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TEOREMA E.G6
Sob as hipdteses E.1 até a E.5,

B — B)ep(B) ~ ty—rj = 1. 2. ... k.

PROVA: A prova exige varias etapas; as seguintes afirmagoes sdo, inicialmente, condicionais em relagao a X.
Primeira, pelo Teorema E.5, (,BJ ,B)/dp(B) ~ Normal(0,1), onde dp( ,B/ = Vg, ec;é 0™ elemento
de (X'X) . Em seguida, sob as hlpoteses E.1 a E.5, condicional em relagdo a X,

(n — k)& lo* ~ X2, (E.18)

Isso é assim porque (n — K)6%l0? = (ulo) M(ulo), onde M é a matriz simétrica, idempotente n X n defi-
nida no Teorema E.4. Mas u/o- ~ Normal(0,1,,) pela hipétese E.5. Resulta, pela Propriedade 1 da distribui-
¢do qui-quadrado no Apéndice D, que (u/o)’ M(u/cr) X’n—« (pois M tem posto n — k).

Também precisamos mostrar que B e 62 sdo independentes. Mas B = B + (X'X) X/u, e o’ =
u'Mul(n — k). Agora, [(X'X) “'x X'IM = 0, pois X'M = 0. Resulta, pela Propriedade 5 da distribuicao nor-
mal multivariada do Apéndice D, que 8 e Mu sdo independentes. Como 62 é uma funcdo de Mu, B e 6°
também sdo independentes.

Finalmente, podemos escrever

(B; — B)lepB) = [(B; — B/dp(B) (6% ™)',

que é a razdo entre uma variavel aleatéria normal padrdo e a raiz quadrada de uma varidvel aleatéria
X’ n—il(n — k). Acabamos de mostrar que elas sdo independentes e, assim, pela definicdo de uma variavel
aleatoria t, (B — B)/ep(B,) tera distribuicao t, .. Como essa distribuicao ndo depende de X, ela também &
a distribuicao incondmonal de (,Bj B/)/ep(ﬁ/)

A partir desse teorema, podemos agregar qualquer valor hipotético de 3; e usar a estatistica 7 para tes-
tar hipdteses, como sempre.

Sob as hipéteses E.1 a E.5, podemos calcular o que € conhecido como o limite inferior de Cramer-
Rao para a matriz de variancias-covariancias dos estimadores ndo-viesados de 8 (novamente condicio-
nal em X) [veja Greene (1997, Capitulo 4)]. E possivel mostrar que isso € UZ(X’XY L que € exatamente
a matriz de varidncias-covariancias dos estimadores MQO. Isso implica que ﬁ é o estimador de varian-
cia minima nao-viesado de 8 (condicional em X): Var(f8 |X) — Var(B|X) € positiva semidefinida para
qualquer outro estimador nio-viesado B; ndo mais precisamos restringir nossa ateng¢ao sobre os esti-
madores lineares em y.

E facil mostrar que o estimador MQO & na verdade o estimador de méxima verossimilhanca de
B sob a hipétese E.5. Para cada 1, a distribuicdo de y, dado X é Normal(x,, B,0%). Como os , sio inde-
pendentes condicionais em X, a fun¢do de verossimilhanga para a amostra € obtida do produto das
densidades:

lf[1<2mrz>‘”2 exp[—(y, — x,8)*/(207)],
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onde H representa o produto. Maximizar essa fun¢do em relacio a 8 e o é 0 mesmo que maximizar
seu logaritmo natural:

S=(12) log2m?) — (v, — x,B) I267)].
=1

n
- A, . L. 2 C 2
Para a obtengdo de f3, isso € 0 mesmo que minimizar El(y, — x,8)” — a divisdo por 20" ndo afeta a
i=

otimizaciio —, que & simplesmente o problema que o MQO soluciona. O estimador de o que temos usado,
SQR/(n — k), revela-se como ndo sendo 0 EMV de ¢°; 0 EMV € SQR/n, que € um estimador viesado.
Como o estimador ndo-viesado de o resulta nas estatisticas ¢ ¢ ' com distribuicdes 7 e F exatas sob a
hipétese nula, ele sempre € usado em lugar do EMV.

E.4 UM POUCO SOBRE ANALISE ASSIMPTOTICA

O método matricial do modelo de regressdo miiltipla também pode tornar as derivagdes das proprieda-
des assimptéticas mais concisas. De fato, podemos apresentar provas generalizadas das afirmacdes do
Capitulo 11, usando as mesmas notagdes e hipéteses deste capitulo, com a pequena excegdo que faze-
mos k representar o nimero total de pardmetros no modelo, como viemos fazendo ao longo de todo
este apéndice.

Comecamos provando o resultado da consisténcia do Teorema 11.1. Recorde que essas hipéteses
contém, como um caso especial, as hipdteses da andlise de corte transversal sob a amostragem aleatdria.

PROVA DO TEOREMA 11.1: Como no problema E.1 e usando a hipétese ST.1', escrevemos o esti-
mador MQO como

- <2 x;u,> (E.19)

Agora, de conformidade com a lei dos grandes nimeros,

'y xx, B Aen Y xiu 50, (E.20)

t=1 t=1

onde A = E(x’x,) € a matriz ndo singular k X k sob a hipétese ST.3’ e onde usamos o fato de que
E(x;u,) = 0 sob a hipdtese ST.2'. Agora, devemos usar uma versdo matricial da Propriedade PLIM.1
do Apéndice C. Ou seja, como A € ndo singular,
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n =il
(E x;x,> LA (E.21)
t=1

[Wooldridge (2002, Capitulo 3) contém uma discussio sobre esses tipos de resultados de convergén-
cia]. Agora segue de (E.19), (E.20) e (E.21) que

1

pim@B) =B +A 0=
Isso completa a prova. [

A seguir, delineamos uma prova do resultado da normalidade assimptética do Teorema 11.2.

PROVA DO TEOREMA 11.2: Pela equagao (E.19), podemos escrever

V(B - B) = <n12 x;xt>_l<n‘“2i X, u)
’;1 - (E.22)
=1 <n”22 x; ut) + 0,(1),
=1

onde o termo “0,(1)” € o termo residual que converge em probabilidade para zero. Esse termo € igual

n -1 n
a [(nlz xﬁx,) — Al] <n1/2 E x/, ut>. O termo entre colchetes converge em probabilidade para
t=1 t=1
n
zero (pelo mesmo argumento usado na prova do Teorema 11.1), enquanto ( n~ " Y, X', u, | é limitado
t=1

em probabilidade porque ele converge para uma distribui¢do normal multivariada pelo teorema do
limite central. Um resultado bastante conhecido na teoria assimptdtica € que o produto de tais termos
converge em probabilidade para zero. Além disso, Vn (ﬂ PB) herda sua distribui¢@o assimptdtica de

! (n”zz x, uf>. Veja Wooldridge (2002, Capitulo 3) para mais detalhes sobre os resultados de con-
vergéncia usados nesta prova.

n
De acordo com o teorema do limite central, n~ "> >, xu, tem uma distribuigdo normal assimpt6-
=1

tica com média zero e, digamos, matriz de varidncias-covariincias k X k B. Entdo, Vn (i} — B) tem
uma distribui¢do normal multivariada assimptética com média zero e matrlz de variincias-covariancias
A 'BA . Agora mostramos que, sob as hipéteses ST.4' e ST.5', B=0¢ ’A. (A expressdo geral € til,
pois ela sustenta os erros-padrdo robustos em relag@o a heteroscedasticidade e a correlacdo serial do
MQO, de forma semelhante a4 examinada no Capitulo 12.) Primeiro, sob a hipétese ST.5', x;u, € xu;
sdo ndo-correlacionados quando ¢ # s. Por qué? Concretamente, suponha que s < ¢. Entdo, pela lei
das expectativas iteradas, E(xjuux,) = E[E(u,ugx,x,)|xx,)] = E[Euuc,x)xx,)] = E[0 x/x,] = 0
As covariancias zero implicam que a varidncia da soma € a soma das variancias. Entretanto, Var(x;u,)
= E(x/u,u,x,) = E(u;x,x,). Pela lei das expectativas iteradas, E(u;x,x,) = E[E(ux,x,|x,)] =
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E[E(?| x)x"x,] = E(c’x'x,) = 0°E(x'x,) = oA, onde usamos E(u>|x,) = o~ sob as hip6teses ST.2’
2 . .
e ST.4'. Isso mostra que B = oA e, assim, sob as hipé6teses ST.1" a ST.5’, temos

Vn (B — B) * Normal (0,0°A™"). (E.23)

Isso completa a prova. [

A partir da equagao (E.23), tratamos B como se fosse, de maneira aproximada, normalmente dis-
tribuido com média B e matriz de variancias-covariancias o”A "~ '/n. A divisdo pelo tamanho da amos-
tra, n, nesse caso € esperada: a aproximagdo a matriz de varincias-covariancias de 8 se contrai para
zero A taxa 1/n. Quando substituimos o~ por seu estimador consistente, 6% = SQR/(n — k), e substitui-

n
mos A por seu estimador consistente n~ >, x,x, = X'X/n, obtemos um estimador para a variincia
A t=1
assimptotica de f:

Adar(B) = FAX'X) L. (E.24)

Observe como as duas divisdes por n se anulam, e o lado direito de (E.24) € a maneira habitual como
estimamos a matriz de variancias do estimador MQO sob as hipéteses de Gauss-Markov. Para resumir,
mostramos que, sob as hipéteses ST.1" a ST.5" — que contém RLM.1 a RLM.5 como casos especiais
—, os erros-padrio e as estatisticas ¢ habituais sdo assimptoticamente validas. E perfeitamente legiti-
mo usar a distribuicdo ¢ habitual para obter valores criticos e p-valores para se testar uma hipétese
unica. Interessantemente, na organizacio geral do Capitulo 11, assumir a normalidade dos erros —
digamos u, dados X, X, 1, ..., Uy, X, distribuida como Normal(0,0°) — ndo ajuda necessariamente,
pois as estatisticas ¢ ndo serdo de forma geral estatisticas ¢ exatas sob esse tipo de hipdtese de norma-
lidade. Quando ndo assumimos a exogeneidade estrita das varidveis explicativas, resultados distribu-
cionais exatos sdo dificeis, se ndo impossiveis, de serem obtidos.

Se modificarmos o argumento acima, poderemos derivar uma matriz de varidncias-covariancias
robustas em relagdo 2 heteroscedasticidade. O importante € que deveremos estimar E(u7X/X,) separa-
damente, pois essa matriz ndo mais iguala (TZE(x 'x,). Entretanto, se os u, forem os residuos MQO, um
estimador consistente serd

=k~ Yirxix, (E.25)
=1

onde a divisdo por n — k em vez de por n € um ajuste dos graus de liberdade que hipoteticamente auxi-
lia nas propriedades de amostra finita do estimador. Quando usamos a expressido na equacio (E.25),
obtemos

Avar(B) = [n/(n — kIX'X) " (2 itfx;x[) X'x)" " (E.26)

=1
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As raizes quadradas dos elementos diagonais dessa matriz sdo os mesmos erros-padrdo robustos
em relagdo a heteroscedasticidade que obtivemos na Secdo 8.2, no caso de corte transversal puro. Uma
extensdo matricial de erros-padrdo robustos em relacdo a correlac@o serial (e a heteroscedasticidade)
que obtivemos na Secdo 12.5 também estd disponivel, mas a matriz que deve substituir (E.25) é com-
plicada devido & correlac@o serial. Veja, por exemplo, Hamilton (1994, Secédo 10.5).

Estatistica de Wald para Testes de Multiplas Hipoteses

Argumentos semelhantes podem ser usados para a obtencdo da distribui¢cdo assimptética da estatistica
de Wald para testar multiplas hipdteses. Seja R uma matriz ¢ X k, com ¢ = k. Assuma que as g restri-
¢des sobre o vetor g X 1 de parAmetros, 3, possam ser expressas como Hy: RB = r, onde r € um vetor
g X 1 de constantes conhecidas. Sob as hipéteses ST.1’ a ST.5’, € possivel mostrar que, sob Hy,

[Vr@RB — P (™ RA™'R) ' [VaRB — r)] ~ (E.27)

onde A = E(x'x,), como nas provas dos teoremas 11.1 e 11.2. A intuico por tras da equacdo (E.25) ¢
simples. Como \f(ﬂ B) é aproximadamente distribuida como Normal(0,0°A "), R[\f(ﬂ Bl
= \/ﬁR( B — PB) serd aproximadamente Normal(0,0°RA™'R’), pela Propriedade 3 da distribuicio
normal multivariada do Apéndice D. Sob H,, RB = r e, assim, \f(RB — r) ~ Normal(0,0°RA™'R’)
sob a Hy. Para obter formalmente o resultado final, precisaremos usar uma versdo assimptética desta
propriedade, que pode ser encontrada em Wooldridge (2002, Capitulo 3).

Conhecido o resultado em (E.25), obtemos uma estatistica computavel, fazendo a substituicido de
A e o” por seus estimadores consistentes; isso ndo alterard a distribuicdo assimptética. O resultado serd
a chamada estatistica de Wald, a qual, apds o cancelamento dos tamanhos das amostras e o uso de um
pouco de algebra, poderd ser escrita como

W= R — r)'[RX'X)"'R1"'RB — ric* (E.28)

Sob Hy, W ~ Xf], onde recordamos que ¢ ¢ o niimero de restricdes sendo testadas. Se 6° = SQR/(n —
k), € possivel mostrar que W/g serd exatamente a estatistica F' que obtivemos no Capitulo 4 no teste de
restrigdes lineares multiplas. [Veja, por exemplo, Greene (1997, Capitulo 7).] Portanto, sob as hipéte-
ses do modelo linear classico, ST.1 a ST.6 do Capitulo 10, W/g terd uma distribui¢do F, ,, , exata. Sob
as hipdteses ST.1" a ST.5’, somente teremos o resultado assimptdtico em (E.26). No entanto, € apro-
priado, e comum, tratar a estatistica F usual como tendo uma distribui¢do F, ,_, aproximada.

Uma estatistica de Wald robusta quanto a heteroscedasticidade de forma desconhecida pode ser
obtida com o uso da matriz em (E.26) em lugar de *(X'X) "', e de forma semelhante para um teste
estatistico robusto tanto em relacéo a heteroscedasticidade como quanto a correlaco serial. As versoes
robustas da estatistica dos testes ndo podem ser computadas via somas dos residuos quadrados ou dos
R-quadrados das regressdes restritas e irrestritas.
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Este apéndice apresentou uma breve explicacdo do modelo de regressdo linear usando a notagdo
matricial. Este material foi incluido para aulas mais avancadas que usam algebra matricial, mas nao
é essencial para a leitura do livro. Na verdade, este apéndice faz prova de alguns dos resultados que,
ou afirmamos sem provas, provamos somente em casos especiais, ou provamos por meio de métodos
excessivamente complicados. Outros tOpicos — tais como, propriedades assimptoticas, estimagdo de
varidveis instrumentais € modelos de dados de painel — poderio ser tratados de forma concisa com o
uso de matrizes. Textos avancados sobre econometria, entre os quais incluimos Davidson e MacKinnon
(1993), Greene (1997) e Wooldridge (2002), podem ser consultados para detalhes.

E.1 Sejax, o vetor 1 X k das varidveis explicativas da observagéo 7. Mostre que o estimador MQO

B pode ser escrito como
~ n -1 n
() (S0
1= =1

A divisdo de cada somatério por n mostrard que 3 € uma funcido de médias amostrais.
E.2 Seja [} o vetor k X 1 das estimativas MQO.

(i) Mostre que para qualquer vetor b k X 1, podemos escrever a soma dos residuos quadra-
dos como

SQR®) =i + (B — b)Y X'X(B — b).

{Sugestdo: Escreva (y — Xb)'(y — Xb) = [it + X(B — b)]'[& + X(B — b)] e use 0
fato que X'u = 0.}

(ii) Explique como a expressdao de SQR(b) na parte (i) prova que [} minimiza de forma dnica
a SQR(b) para quaisquer possiveis valores de b, assumindo que X tem posto k.

E.3 Seja f)’ a estimativa pelos MQO da regressao de y sobre X. Seja A uma matriz ndo singular k X k
e defina z, = x,A, 1 = 1, ..., n. Portanto, z, € 1 X k e € uma combinag@o linear ndo singular de x,.
Seja Z a matriz n X k com linhas z,. Seja B a estimativa MQO de uma regressio de y sobre Z.

(i) Mostre que i}' = Aflf?.

(ii) Sejam y, os valores ajustados da regressdo original e y, os valores ajustados da regressdo
de y sobre Z. Mostre que y, = y, paratodo t = 1, 2, ..., n. Como se comparam os residuos
das duas regressoes?

(iii) Mostre que a matriz de varidncias estimada de 3 € AT X'X) 'ATY, onde 67 € a esti-
mativa usual da varidncia da regressdo de y sobre X.
(iv) Sejam B; as estimativas MQO da regressdo de y, sobre 1, x5, ..., X4, € [3; as estimativas

MQO da regressao de y, sobre 1, a>x, ..., axy, onde a; # 0, j = 2, ..., k. Use os resulta-
dos da parte (i) para encontrar a relagdo entre 3; e ;.
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(v)  Assumindo a estrutura da parte (iv), use a parte (iii) para mostrar que ep(3;) = ep(B))/|a,].
(vi) Assumindo a estrutura da parte (iv), mostre que os valores absolutos da estatisticas 7 de Bj
€ B3; sdo idénticos.

E.4 Assuma que o modeloy = X + u satisfaz as hipdteses de Gauss-Markov, defina G como uma
matriz ndo aleatdria, ndo singular k X k, e defina & = G, de forma que & também seja um vetor
k X 1. Seja B o vetor k X 1 dos estimadores MQO e defina & = G como o estimador MQO de &.

(i) Mostre que E(8|X) = 8.
(ii) Encontre Var(8|X) em termos de 02, X e G.

(iii)) Use o Problema E.3 para verificar que 6 e a estimativa apropriada de Var(3|X) sdo obti-
das a partir da regressio de y sobre XG ™.

(iv) Agora, seja ¢ um vetor k X 1 com pelo menos uma entrada diferente de zero. Para
maior clareza, assuma que ¢, # 0. Defina § = ¢’f, de forma que 6 seja um escalar.
Definaé; = B;,j = 1,2, ..., k —1 e 8, = 0. Mostre como definir uma matriz G nio sin-
gular k X k, de forma que 8 = Gf3. (Sugestdo: Cada uma das primeiras k — 1 linhas
de G deve conter k — 1 zeros e um 1. Qual sera a tltima linha?)

(v) Mostre que para a escolha de G na parte (iv),

1 0 0.. . 0
0 1 0.. . 0
G'= :
0 0 . 1 0
—c,/c, —c)lc, . —c,_/c, 1/c,

~ —1 . N ~ ~
Use essa expressdo para G e a parte (iii) para concluir que 6 e seus erros-padrao sdo
obtidos como o coeficiente de x,/c; na regressdo de y, sobre

[xq = (ci/exud, [xn — (cofe)xud, -oon [X ko1 — (Chrle)xul, xulep, t = 1, .., 0.

Essa regressdo € exatamente a que foi obtida escrevendo f3; em termos de 0 e B, 35, ...,
Bi—1, agregando o resultado no modelo original e reorganizando. Portanto, podemos jus-
tificar formalmente o truque que usamos em todo o livro para obter o erro-padrdo de uma
combinagdo linear de pardmetros.

E.5 Assuma que o modeloy = X + u satisfaz as hipoteses de Gauss-Markov e que f% seja o esti-
mador MQO de B. Seja Z = G(X) uma fun¢éo matricial n X k de X e assuma que Z'X (uma matriz
k X k) é ndo singular. Defina um novo estimador de 8 por B = (Z'X) 'Z'y.

(i) Mostre que E(ﬁ |X) = B, de forma que [} também € ndo-viesado condicional em relagdo
aX.

(i) Encontre Var( B |X). Certifique-se de que ela € uma matriz k X k simétrica que depende de
Z,Xeo

(iii)) Qual estimador vocé prefere, [AS' ou [S‘ ? Explique.



